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2. INTEGRAL MULTIPLE DE RIEMANN

2.1. La integral de Riemann sobre rectangulos en R"

Rectangulos en R"

En R", se llama rectdngulo a cualquier conjunto R compacto (cerrado y acotado) de la forma:
R = a1, b1] x [ag,ba] X ... X [an,by] = , con —o0 < a; < b; < 400 para todo i

es decir, al producto cartesiano de n intervalos lineales compactos (cerrados y acotados). Se llama
volumen del rectangulo R a:

n

V(R) = (b1 — a1)(ba — az) ... (bn — an) = [ [ (bi — @)

=1

y didmetro del rectangulo R a:

n 1/2
d(R)=+/(b1 —a1)2+ (ba —a2)2 + ...+ (b — a,)? = (Z(bi - ai)2)
i=1
Cuando los intervalos que determinan el rectangulo son abiertos y acotados, el rectangulo se llama
rectangulo abierto, siendo su volumen y didmetro el mismo del rectangulo cerrado correspondi-

ente.

Particién de un rectangulo

Se llama particiéndel rectangulo R = [a,b1] X [ag,b2] X ... X [an,by,] € R™ al producto de n
particiones, cada una de uno de los intervalos que lo determinan, en el siguiente sentido: si P; =
(a; =zh <oy < <...<xp, = b)) € P([as, b;]) es una particién del intervalo [a;,b;], 1 < i < n,
entonces una particion del rectangulo R es:
P=PxPyx...xP,=
= {Ri1i2min = [lel—laxill] X [xlgg—l’x’?z] XX [$Zl—17x?n] 1< ij < my, 1< < n}

El conjunto de todas las particiones de un rectdngulo R se representa por P(R). Si P; consta de m;
subintervalos, 1 < i < n, la particién P € P(R) consta de mimsg ... m, subrectangulos de interior
disjunto contenidos en R, y se llama didmetro de la particién P al mayor de los didmetros de

los subrectangulos:
(5(P) = max {d(Rlezln) 01 S ij S mj, 1 S] S n}

Dadas dos particiones del mismo rectdngulo, P, P’ € P(R), se dice que P’ es mas fina que P si
cada subrectangulo de P’ est4 contenido en algun subrectdngulo de P. Obviamente, si P’ es més
fina que P su didmetro es menor o igual: 6(P’) < §(P).

Sumas de Riemann

Sea R C R™ un rectdangulo, f : R — R una funcién acotada y P € P(R) una particién del
rectangulo R. Puesto que f es acotada, sobre cada subrectangulo S € P se pueden considerar el
infimo y el supremo:

mg =inf {f(x) : x=(21,...,2,) € S} =infg f
Mg =sup{f(x) : x=(x1,...,2,) € S} =supg f

Se llaman suma inferior y suma superior de Riemann, respectivamente, de la funciéon f
asociadas a la particién P, a las expresiones siguientes:

s(f,P) =Y msV(S) S(f,P)y="Y_ MV(S)

SepP SepP

Para todo S € P: {
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Propiedades

Sea R C R™ un rectangulo y f : R — R una funcién acotada. Se verifican las siguientes
propiedades:

1. Para cualquier particién P € P(R): s(f, P) < S(f,P).
2. Si P,P' € P(R) y P’ es més fina que P, entonces:

s(f,P) <s(f,P") < S(f,P')<S(f,P)

3. Si P,@Q € P(R) son particiones arbitrarias: s(f, P) < S(f,Q).

4. Si m y M son, respectivamente, el infimo y el supremo de f en R, para cualquier particion
P € P(R) se cumple que:

mV(R) < s(f,P) < 5(f,P) < MV(R)

Integral multiple de Riemann

Sea R C R™ un rectanguloy f : R — R una funcién acotada. Se definen las integrales inferior
y superior de Riemann de f sobre R como:

[Rf:/*Rf(x)dxz//'lRf(mlalé,...,xn)dl’ldxg...dxnzsup{s(f’P) . P e P(R)}
/R*f:/R*ﬂx)dxz//-/R*f(fﬂl,xg,...,xn)d:cldxg...dxn:inf{S(f,P) : P e P(R)}

Es facil comprobar, de las propiedades anteriores, que [ rf =< / ; f, vy cuando ambas coinciden se
dice que f es integrable Riemann sobre el rectangulo R, definiéndose la integral de Riemann
como el valor comun, que se representa por

/Rf:/Rf(x)dx://.ﬁf{xl,xg,...,J:n)dazld:cg...dxn

Si no coinciden las integrales inferior y superior de Riemann, se dice que f no es integrable Riemann
sobre R. El conjunto de todas las funciones integrables Riemann sobre el rectangulo R se representa
por:

R(R) ={f : R —> R acotada : f es integrable Riemann sobre R}

Observacién: Si R C R™ es un rectdngulo, f : R — R una funcién acotada, y {FP,,} C P(R)
una sucesién de particiones tales que 0(P,,) — 0 cuando m — oo, entonces:

lim s(f,Pn)= lim S(f,Pn)=1 = feR(R)y /f:I
m—00 R

m—r0o0

Ejemplos
1. Sea R C R™ un rectangulo, y f(x) = k para todo x € R. Prueba que: fR f=EkV(R).

1 ,siz; €Q

2. Sea R = [0,1] x ... x [0,1] = [0,1]™ el cubo unidad y f(x1,x2,...,2,) = ) .
0 ,sixz1 ¢Q

Prueba que f no es integrable Riemann sobre R.

3. Calcula, si existe, la integral de f(z,y) = x + y sobre el rectdngulo R = [0,1] x [0, 1].
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Ejercicios
1. Calcula la integral de f(x) = 22 sobre el intervalo [0, 1].

1 ,size@

2. Estudia si existe la integral sobre [0, 1] de la funcién f(z) = ) .
0 ,siz¢Q

3. Calcula la integral sobre R = [0, 1] x [0, 1] de la funcién f(z,y) = xy.

Soluciones y/o sugerencias a los ejercicios:

w e
W=

1
é.
. No es integrable. Las integrales inferior y superior son, respectivamente, 0 y 1.



